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行政院環境保護署「土壤及地下水污染整治基金補助研究與模場試驗專案」 

  
□構想書  □申請計畫書 □期中報告 

□修正計畫書 ■期末報告 
審查意見回覆對照表 

計畫年度 111 年度 計畫類型 □先導型 ■研究型 □模場型 

計畫類別 □調查   ■整治    □其他 主持人：倪春發 NO：C6 

計畫名稱 建置應用量子電腦進行污染溯源之技術 

審查意見 執行單位回覆 

委員一 

3. 報告內容成果豐碩建議計畫執行仍應以未

來能實際應用於污染場址之整治為目標。 

4. 建議可以針對未來應用於實場時建立操作

參數條件。 

5. 建議應針對本計畫成果產出績效做說明。 

感謝委員意見： 

1. 由於國內外皆仍未有類似技術，因此本計畫

主要目的為工作流程之建置，應用至污染場

址為後續技術精進之目標。 

2. 本計畫已應用之推估參數包括污染源座標、

流量與濃度，可依照現場狀況對推估參數進

行調整。 

3. 由於本計畫主要目的為新興技術之工作流程

建置，因此設定績效為完成流程建置、初步

成果產出與相關發表，目前僅剩相關發表仍

未完成。 

委員二 

5. 請以預定進度及查核點說明期末報告達成

狀況，階段成果報告說明目前進行程式撰

寫，是否已完成預定工作內容？ 

6. 建議系統性說明研究設計與執行流程，如

何驗證律定。 

7. 本研究架設為地質均質且污染物為與水相

同比重，假設條件與一般污染地下水的實際

狀況差異大，未來如何運用，需進一步說明

條件。 

8. 請提出後續規劃如何執行工作。 

感謝委員意見： 

4. 由於國內外皆仍未有類似技術，因此本計畫

主要目的為技術與工作流程之建置，並設定

績效為完成流程建置與初步成果之產出。 

5. 已依委員建議修正 3.1 小節內容。 

6. 該技術應用至污染場址為本計畫後續技術精

進之目標，目前已應用之推估參數包括污染

源座標、流量與濃度，可依照現場狀況對推

估參數進行調整。 

7. 已新增後續工作規畫之說明至討論與結論小

節內文。 

委員三 

5. 本案成果績效自評表中，國外期刊及國際

研討會發表目標各 1 篇，惟期末達成數為

0，請說明原因。 

6. 本計畫以理想案例模擬推估，其網格配置

水平 X、Y 向各 50 格，垂直向卻僅有 2

格，比例差異較大，應較屬平面模擬結

果，後續建議提升三維模擬程度，以符合

實際行為，惟其花費時間增加是否符合實

務應用效益應再評估。 

7. 本計畫應用傳統退火法與量子退火法，以

結果而言傳統法推估結果較為精確，量子

感謝委員意見： 

1. 由於國內外皆仍未有類似技術，因此本計畫

在建置技術與工作流程確認上花費較多時

間，因此結果之發表仍在準備中。 

2. 並將該技術應用至污染場址為後續技術精進

之目標。 

3. 感謝委員建議，已將其放入結論與建議，並

成為後續技術精進之目標。 

4. 感謝委員建議，此為後續技術精進之目標。 
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退火法執行 12 次推估，因轉換方法影響其

準確性，建議參考 PDCA 原則，逐次檢核

並檢討原因修正後續推估方式，以提升精

確性。 

8. 此計畫具有創新性，預期提供污染預測溯

源技術，惟其準確性及實場應用性仍待後

續驗證。 

委員四 

2. 本計畫為「建置技術」，而非將量子運算

技術引入之嘗試。 

3. 成效自評在論文發表上均未達標，何謂計

畫進度達標 100%。 

4. 理想案例假設的地質材料為均質，污染物

為保守性且密度與水相同，試問哪有這種

地質環境與這種污染物?這種模擬可靠嗎? 

感謝委員意見： 

1. 本計畫之目的為建立應用量子電腦進行污染

溯源之技術流程。 

2. 由於國內外皆仍未有類似技術，建置狀況難

以預測。因此本計畫以完成技術漸至為主要

目標，未規劃論文發表至計畫進度內。 

3. 本計畫目的為建置技術流程，應用至污染場

址為後續精進之目標。 

委員五 

5. P40 頁提到「…持續性釋出 60kg/d 之定濃

度污染…」，設定每天 60 公斤污染物釋出

是否偏高請再確認，回顧期中報告其設定

污染物濃度 60mg/L。 

6. 利用量子概念進行污染溯源是相當前瞻之

作法，若要引入土壤與地下水領域，建議

宜再「結論與建議」提出量子模擬污染溯

源可能面臨的問題及未來可修正的方向。 

感謝委員意見： 

1. P40 相關內容已修正。 

2. 已於結論與建議小節新增委員之建議。 

委員六 

1. 本計畫初始設定之環境條件較為理想且保

守，建議可以擇 1 處污染場址試運算，檢

視模式運算結果與實際污染區域之準確

度。 

2. 本國未有量子電腦可供運算，需租用國外

之量子電腦做運算，雖本計畫之目的為將

量子電腦運算技術引入土壤及地下水領域

中，惟後續可評估其成本效益分析。 

感謝委員意見： 

1. 由於國內外皆仍未有類似技術，因此本計畫

主要目的為技術與工作流程之建置，並將該

技術應用至污染場址為後續精進之目標。 

2. 已於結論與建議小節新增委員之建議。 
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行政院環境保護署「土壤及地下水污染整治基金補助研究與模場試驗專案」 

  
□構想書  □申請計畫書 ■期中報告 

□修正計畫書 □期末報告 
審查意見回覆對照表 

計畫年度 111 年度 計畫類型 □先導型 ■研究型 □模場型 

計畫類別 □調查   ■整治    □其他 主持人：倪春發 NO：C6 

計畫名稱 建置應用量子電腦進行污染溯源之技術 

審查意見 執行單位回覆 

委員一 
1. 整體報告成果符合預期工作進度。 

2. 建議應針對研究成果與實場驗證及未來應用規劃

多做說明。 

感謝委員意見。本期計畫僅規劃以理想案

例進行技術試驗，並未規劃實場驗證，接

續將持續執行成果以與預期進度相符。 

委員二 

1. 請以預定進度及查核點說明期中報告達成狀況。 

2. 建議系統性說明研究設計與執行流程，如何驗證

律定。 

3. 請彙整說明模擬案例之基本資料，結果雖呈現在

一系列圖，然而請彙整說明各個參數條件變化所

模擬之結果意義。例如以 16口監測井模擬污染

以熱區中心推估點源位置誤差量為±1個網格之大

小，誤差距離為 0~0.5657公尺，如何驗證，後

續如何應用？請說明，且彙整結果意義。 

4. 請提出後續規劃如何執行工作。 

感謝委員意見，以下回覆： 

1. 依照第六章之預定進度表，期中完成進

度為 55%，期末完成進度為 100%，僅

剩國際研討會與學術期刊論文仍撰寫

中。 

2. 已於期末報告第三章節整理並說明計畫

整體流程。 

3. 已於期末報告 4.2 小節修改成果。 

4. 已於期末報告第五章節提出結論與後續

建議。 

委員三 

1. 請簡述本案所使用之模擬參數之設定依據為何？ 

2. P.40顯示「錯誤！尚未定義書籤」，應為內文連

結設置錯誤，請修正。 

3. P.46計畫工作甘特圖，建議以實際執行年月

(111.9.1-112.8.31)撰寫，以利查核。 

4. 請將期末預定查核點項目「投稿國際期刊」，納

入甘特圖工作項目中並規劃預定完成期程。 

感謝委員意見，以下為回覆： 

1. 由於本計畫僅使用理想案例，除 K值參

考 Freeze and Cherry (1979)設置

外，其餘皆本單位於理論範圍內自行

測試並設置。 

2. 已修正。 

3. 已修正。 

4. 已修正。 
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委員四 

1. P.37中所使用之理想案例之假設:地質材料為均

質、污染物為保守性物質其密度與水相同，在真

實污染場地恐無如此理想狀態。 

感謝委員意見。本期計畫目的為建置技術，

因此僅規劃以理想案例進行試驗，後續規劃

才會考慮實際狀況。 

委員五 

1. 本計畫退火演算包含傳統模擬退火法與量子退火

法，建議結果討論中仍須加註清楚兩者標題。例

如 P.37頁本計畫期中報告結果與討論主要是表

達「模擬退火演算」的計算結果，在 4.1測試案

例標題或內文建議應標示討論主題。 

2. P.40頁最後一行出現「錯誤找不到參照來源」等

字眼，請修正。 

3. P.40頁圖 25之單次退火降溫過程標示迴圈次數

是否與迭代數(iteration number)相同請補充說

明? 

4. P.42頁至 P.45頁列有不同緩衝區的推估結果，

建議列出各別緩衝區之誤差值。 

感謝委員意見，以下為回覆： 

1. 已於期末報告第四章節修正。 

2. 已修正。 

3. 已於 4.1章節修正。 

4. 已修正。 

委員六 

1. 本計畫進度符合期中報告。 

2. 計畫目前已完成退火演算法之初步測試，接下來

測試量子退火演算法，請於期末報告中比較兩種

退火演算法應用於污染源推估之優缺點。 

3. 請檢附申請計畫書回覆意見對照表。 

感謝委員意見，以下為回覆： 

1. 感謝委員意見。 

2. 已於期末報告第四章進行討論。 

3. 已於期末報告中檢附。 
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意見審查回覆對照表 

行政院環境保護署「土壤及地下水污染整治基金補助研究與模場試驗專案」 

  
□構想書  □申請計畫書 □期中報告 

□修正計畫書 □期末報告 
審查意見回覆對照表 

計畫年度 111 年度 計畫類型 □先導型 ■研究型 □模場型 

計畫類別 □調查   □整治    □其他 主持人： 倪春發  

計畫名稱 建置應用量子電腦進行污染溯源之技術 

審查意見 執行單位回覆 

目前本計畫已撰寫完成整套演算法並進行初步

測試,精報告顯示目前初步測試成果顯示收斂狀

況良好,整體進度達 20%,符合預期執行進度。 

感謝委員意見。本計畫將持續執行成果以與預

期進度相符。 
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附件 12-3 

一、 成果績效自評 

「計畫總預估數」應與計畫審查核定值相符，請執行單位依實際達成之量化成果填

寫於欄位中。 

（一）學術面 

目標達成程度 

項目 申請 

預估數 

期中 

達成數 

期末 

達成數 

結案後半年 

達成率 

備註 

（說明未達成

原因或學術產

出發表名稱） 

A 

學

術

產

出

及

活

動 

1.國內投稿 

(篇數) 

(1)論文      

(2)研討會論文 1 0 1  
地質學會

2023 年會 

2.國外投稿 

(篇數) 

(1)期刊論文 1 0 0  撰寫中 

(2)國際研討會

論文發表 
1 0 0  撰寫中 

3.報告 

(篇數) 

(1)技術報告      

(2)研究報告 1 0 1   

4.專著 (本數)      

5.辦理學術 

會議(場數) 

(1)研討/說明會      

(2)成果發表會      

(3)論壇      

6.研發改良 

技術(項數) 

(1)已開發技術      

(2)技術平台      

B 

人

才

培

育 

7.研發人員 

 (人數) 

(1)碩士      

(2)博士      

8.研究團隊 

(個數) 

(1)跨領域團隊      

(2)跨機構團隊      

(3)形成研究中

心 
     

(4)形成實驗室      

9.其他指標 

(請自行命名) 
(請自填)      
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（二）產業面 

目標達成程度 

項目 申請 

預估數 

期中 

達成數 

期末 

達成數 

結案後半年 

達成率 

備註 
（說明未達成原

因或專利、技術

轉移相關詳細資

料） 

A 智慧

財產權 

1.專利 

(件數) 

已

核

准 

發明      

新型/設計      

合計      

申

請

中 

發明      

新型/設計      

合計      

B 研發

技術轉

移 

2.先期技術 

成果移轉 

件數      

授權金(仟元)      

衍 生 利 益 金

(仟元) 
     

3.技術移轉 

(專利) 

件數      

授權金(仟元)      

衍生利益金 

(仟元) 
     

4.技術移轉 

(應用技術) 

件數      

授權金(仟元)      

衍 生 利 益 金

(仟元) 
     

5.可移轉 

產業技術 

(1)技術(件數)      

(2)品種/系 

(件數) 
     

C 

產學研

合作 

6.促成合作

研究 

件數      

金額(仟元)      

7.促成投資 

件數      

投資金額 

(仟元) 
     

8.促成取得

業界科專 

件數      

業界投資金額 

(仟元) 
     

9.其他指標 

(請自行命名) 
(請自填)      
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（三）政策面 

目標達成程度 

項目 
申請預

估數 

期中 

達成數 

期末 

達成數 

結案後半年 

達成率 

備註 
（說明未達成原

因或其他詳細資

料） 

A 

服務

便民 

1.技術服務  
次數      

收入(仟元)      

2.諮詢服務 
次數      

收入(仟元)      

B 

政策

推動 

3.協助政府推動

(件數) 
(1)政策      

(2)法規      

C  

技術

效益 

4.整治技術提升(%)      

5.整治成本降低(%)      

6.提升能源效率(%)      

7.其他指標 

(請自行命名) 
(請自填)      

二、 請依前述學術面、產業面、政策面等預期量化成果，具體敘明研究成果對本

署政策推動之助益。（200 字為限） 

 

學術面(如國內外研討會、期刊投稿件數、或人才培育碩博士生說明) 

本工作之學術產出為參與「中華民國地質學會與中華民國地球物理學會 112 年年會暨學

術研討會研討會」發表 1 篇論文，並將本工作之成果匯集成相關報告以供後續研究參考使用。 

產業面(如合作研發產業、申請專利、洽談技術移轉廠商件數說明) 

目前國內外相關污染場址的整治流程均依照污染源的特徵進行規劃，因此亟需污染 

源特徵的相關分析技術以最佳化污染的整治效率。本計畫將評估並量化量子電腦於 

污染源特徵分析技術上之效能，並能提供相關產業評估應用此技術最佳化污染整治 

政策之參考。 

政策面(如整治費用降低、特定污染物整治效益提升、或提供政府作為監測/管制標準、污染查核、場

址管理等政策及法規研訂之參考) 

本計畫能量化量子電腦於污染溯源技術上之效能，並在土水領域內帶入許多量子運 

算的嶄新應用(如高異質性含水層模擬、高效整治藥劑開發、整治 決策最佳化或由 

觀測濃度值進行污染預測等，使土水領域技術能因本計畫成果而有更多進展。 
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五、 階段成果報告 

階段成果亮點 

(限 500 字) 

為了使用退火演算法推算污染源特徵，本工作首先以測試案例驗證

流程之正確性，案例中將一區域切割成均勻大小之網格，再從網格

中隨機設定 16 處監測井並使用其污染濃度數值作為真值，以利與

後續工作之推估值進行比對。另外為了能降低不確定性對推估結果

的影響，本工作另外使用核密度估計法(Kernel density estimation)來

描述推估結果的不確定性範圍。 

目前本工作已撰寫完成整套退火演算法並進行初步測試，並已開始

進行量子退火演算法之程式撰寫，測試成果顯示傳統退火演算法收

斂狀況良好。 

執行進度百分比 100% 
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摘要 

地下水污染源特徵(例如總量、位置和排放時間等)識別的精準程度，攸關整治策

略的制定、責任歸屬與整治成本的高低。目前雖已發展有許多污染源特徵的推估

與追蹤方法，但大多數僅能用於簡化模型，並在分析效率與準確性上仍有許多改

進空間。相較於目前多數研究仍嘗試結合數學演算法增強推估的效能，本計劃主

要目的為新技術的導入，將應用目前最新的量子計算進行污染溯源，同時評估此

新技術的效能。為了達成此新技術驗證目標，本計畫將利用既有地下水數值模式

產生假想例，產出數種不同的污染情境(如不同污染源數量、污染源分布、降雨或

地質條件等變化)的案例。假想例中的點位觀測資料，將分別利用量子運算與傳統

反推估法對模擬區域中的污染源特徵進行反推估。最後本工作將所有反推估結果

進行量化與比較，並評估應用量子運算的污染溯源技術在不同情境下的效能。由

於本計畫為將量子運算技術引入至土壤地下水領域的嘗試，希望未來能有許多量

子運算的嶄新應用(如高異質性含水層模擬、高效整治藥劑開發、整治決策最佳化

或由觀測濃度值進行污染預測等)能因本計畫的成果而有更多進展。 
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Abstract 

The accuracy of identifying groundwater contamination sources and transport 

characteristics (such as quantity, location, and released history) has significantly 

influenced remediation strategies, identifications of responsibilities, and budgets for 

remediation. There are numerous methods developed for characterizing contamination 

sources. However, most methods are available for simplified cases, and their efficiency 

and accuracy are under development. The study aims to develop and evaluate cutting-

edge technology, quantum computing (QC), for source-tracking in soil and groundwater 

contamination. To achieve the research goal, this study employs traditional groundwater 

numerical models (MODFLOW and MT3D) to generate synthetic cases with several 

scenarios (such as different numbers or spatial distribution of pollution sources and 

precipitations or geological conditions). In addition, both QC and traditional inverse 

methods will be employed to estimate the characteristics of pollution sources. Finally, 

the study will evaluate the performance of QC on the source tracking with all of the 

results. This work is the first to introduce the QC for groundwater remediation tasks. 

The results are expected to extend the applications in the fields of soil and groundwater 

remediation for cases with highly heterogeneous aquifers and complex transport 

behavior. 
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一、 前言 

對於地下水污染源特徵(例如數量、位置和釋放歷史)識別的精準程度，攸關

整治策略的制定、責任歸屬與整治成本的高低 (Hwang et al., 2022)。但現實中多

半僅能調查污染濃度的時空分布，並無法得知污染源的特徵(Sun et al., 2006)。

為了改善整治的效率，發展有效推估污染源特徵的方法是多年來被關注的課題

之一 (Sun, 2013)。Moghaddam et al. (2021) 指出目前推估污染源特徵的方法，大

致可分為最佳化法 (Optimization)、機率法 (Probability-based method) 以及數學

方法 (Mathematic-based method) 三種，列如圖一所示。 

 

圖一、污染物溯源方法的分類  

(Moghaddam et al., 2021) 

在這些方法中，最佳化法是被廣泛使用的方法之一 (Ayvaz, 2010)。最佳化方

法採用了目標函數的絕對誤差作為溯源結果評價指標、結合數值模型的輸出與觀

測結果去定義最佳的污染源位置、濃度等變數。其中目標函數可表示為： 

f = min (∑∑(|CCal
i,t − CObs

i,t |)

N

i=1

T

t=1

) , i = 1,2, … , N, t = 1,2, … , T                                      (1) 

其中CCal
i,t 為第t個時刻觀測點𝐢的計算濃度，CObs

i,t 為第t個時刻觀測點i的觀測濃度。 
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然而如圖二所示，由於非線性(Nonlinear)、不適定性(Ill-posedness)和非凸解

(Nonconvex)的問題，利用最佳化法時可能會遇到困難 (Moghaddam et al., 2021) 。

過去有許多研究嘗試將最佳化法與其他演算法結合，以提升找尋最佳解的能力，

如啟發式演算法 (Heuristic Algorithm) 、遺傳演算法 (Genetic Algorithm) 、類神

經網絡  (Artificial Neural Network) 或退火演算法  (Simulated Annealing) 等

( Habiyakare et al., 2022; Singh et al., 2004; Yeh et al., 2014; Chakraborty and Prakash, 

2020) 。上述方法已能一定程度地增強最佳化法的效能，但大部分方法僅能用於

簡化模型，並在計算效率與準確性上仍有許多發展空間，因此目前多數研究仍致

力於尋找改進最佳化法計算效率與準確性的方法 (Hwang et al., 2022; Moghaddam 

et al., 2021) 。 

 

圖二、應用反推估法可能會遇到的問題 

(Moghaddam et al., 2021) 
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二、 研究目的 

以應用電腦解決問題的邏輯而言，目前傳統位元的運算仍以 Deterministic 

Turing Machine (DTM)為主，演算架構如圖三所示。其定義為給予電腦一個狀態

與訊號，下一步運算結果只會出現一種可能。因此傳統電腦會依照當下特定的狀

態與訊號決定下一步的動作。但是量子電腦所使用的 Non-Deterministic Turing 

Machine (NTM)架構並不適用於此邏輯。對於量子電腦而言，當下輸入的狀態或

訊號的下一步可能會出現很多種可能，理論上此種架構讓電腦能同時處理無限多

組問題。只要計算過程中有任一組到達要求，便可當作問題求解完成並停止計算，

由於此平行計算的功能，NTM 的計算速度理論上遠超過 DTM (Sarkar et al., 2022)。 

 

圖三、DTM 與 NTM 的演算架構比較 

(https://en.wikipedia.org/wiki/Nondeterministic_Turing_machine) 

除了演算架構超過傳統電腦外，量子電腦能解決的問題複雜度亦遠高於傳統

電腦。目前電腦計算領域多以符號 O 定義任一計算問題的複雜度，所需計算量則

標記為 O(N)，其中 N 為計算元素量 (Ugwuishiwu et al., 2021)。若一問題複雜度

表示為 O(N*2N)，在應用 100 個元素解題的狀況下，所需計算量為 100*2100，若

有一台電腦每秒計算速度為 250，所需計算時間便為 100*250 秒。由於目前最快的

超級電腦(美國橡樹嶺國家實驗室的 FRONTIER HPE CRAY EX235A) 每秒能處

理的資料量約在264左右(每秒1,685.65兆浮點運算數Tera Floating-Point Operations 

per second, TFlOPs)，因此定義當計算量未到次方級時，其所需計算量為 polynomial 

time。有了此定義後，便能用以判斷問題與演算法的複雜度。若在 DTM 架構下，

任一問題或演算法所需計算時間為 polynomial time，那這類演算法或問題被稱為

P 問題。相同情況在 NTM 架構下便稱為 NP 問題。NP 問題複雜度遠高於 P 問題，
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因此目前世界主流的加密方法(如 RSA 加密)皆為 NP 問題。量子電腦的目標便為

將 NP 問題簡化為跟 P 問題等價。 

由於量子電腦理論上的計算速度遠高於傳統電腦，因此自 1980 年代便開始

有了發展量子電腦的想法如圖四。IBM (2022)推測自 2030 年後，量子電腦便能開

始改寫目前的規則。根據麥肯錫顧問公司於 2023 年四月的調查結果(Mckinsey & 

Company, 2023)如圖五，目前全球已有 223 家公司 (如 D-Wave、Microsoft、IBM

或 Google ) 、57 個國家與 176 個團隊投入量子電腦的技術開發，全球投資總金

額達到約 340 億美元，並有許多領域(如物流、醫學或機器學習)投入量子運算的

應用 (Hassija et al., 2020)，2040 的市場規模達到 930 億美元。量子電腦亦能協助

各領域的減碳技術發展，根據麥肯錫顧問公司在 2022 年的報告(Cooper et al., 2022)，

預計在 2035 年後，量子電腦能協助減少每年 70 億噸的減碳量。為了趕上此趨勢，

台灣在 2021 年 12 月第 3,780 次行政院會中宣布投入五年 80 億元以成立量子國

家隊，希望能整合多間大學、研究機構與民間廠商的能量，以進行量子領域相關

技術列如圖六的發展。 

 

 

圖四、量子電腦的發展年表 

(Rassool et al., 2023) 
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圖五、量子電腦於2023年的發展與預期市場規模 

(Mckinsey & Company, 2023) 

 

圖六、我國於第3,780次行政院會中宣布之量子技術開發規劃 

(第 3,780 次行政院會簡報) 
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除了硬體技術發展外，目前已有許多程式碼或套件能用於撰寫量子電腦程式，

如 IBM 的 Qiskit 或是 Google 的 Cirq 等，現有計畫列如表一。這些量子程式數量

繁多，但依撰寫類型，大致可分為量子電路閘門模型(Quantum Circuit Gate Model)

以及絕熱量子運算模型(Adiabatic Quantum Computation Model)兩種，分述如下： 

(1) 量子電路閘門模型： 

    傳統電腦中，每條電路上的每個傳統位元(Bit)皆具備有邏輯閘(logic gate)的

能力。當位元為通電狀態時，代表邏輯為 1；而斷電時則代表邏輯為 0。由於量子

效應，量子電路模型中將邏輯視為 0 與 1 的矩陣，其表示為|0>與|1>，如圖七。

量子電路由線路、邏輯閘與量子位元資訊組成，其操作如同傳統電路，可利用量

子閘進行矩陣操作以改變量子位元的疊加態。量子電路有許多邏輯閘可供操作，

如 X 閘、Y 閘或 H 閘等，各閘門意義列如圖八所示。將邏輯閘組起後便能稱為量

子電路，圖七即表示為基本的量子電路。該電路由兩個量子位元(q[0]與 q[1])所組

成，其初始狀態分別為|0>與|1>。線路代表為程式隨時間執行的邏輯順序，往右時

間增加。依照圖七，本電路首先經過 H 閘進行 Hadamard 轉換，因此|0>(寫作(
1
0
))

與|1>(寫作(
0
1
) )便分別乘上

1

√2
(
1 1
1 −1

)而成為
1

√2
(
|0>+|1>

2
) +

1

√2
(
|0>−|1>

2
)的疊加狀

態。接著使用的 CNOT 閘便是使兩疊加狀態的量子位元進行糾纏，使其成為倆互

相糾纏的量子位元，最後的輸出閘為將結果輸出的(Output gate)，可顯示經過此電

路的量子位元，其結果依機率將為[00]、[01]、[10]或[00]其中一種。 

 

 

圖七、量子電路示意圖 
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圖八、現有量子邏輯閘種類 

(https://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_logic_gate) 
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(2)絕熱量子計算： 

絕熱量子運算與量子退火息息相關。其表示為量子位元在絕熱系統(系統未與

外界進行能量交換)中的哈密頓量(Hamilton，系統的總能量)與量子態|𝛙(𝐭)⟩變化，

其變化能使用薛丁格方程式(Schrödinger equation)如式(2)進行解釋(Grant, 2020)。 

iℏ
∂

∂t
|ψ(t)⟩ = Ĥ(t)|ψ(t)⟩                                                                                                      (2) 

其中Ĥ(t)為哈密頓量的變化情形。基於式(2)，量子退火便能將計算拆解為從

初始哈密頓量到最終哈密頓量的連續變換過程，其最小值便為退火演算找到的解。 

確認運算模型後，由於量子運算以量子位元(Qubit)為基本單位，因此須了解

與量子位元的相關技術。現有的量子位元可分為五種類型(Popkin, 2016)，分別為

超導量子線路、離子阱、矽量子點、拓樸系統與晶體空缺，各類型之代表公司如

圖九所示，描述如下： 

(1) 超導量子線路(Superconducting loops): 將超導材料線路冷卻至接近絕對

零度，電流便能在沒有阻抗的情況下流動。此時迴圈中的電流會因量子作

用(包含能階量子化、疊加與糾纏等作用)而具有量子效應，並使用瑟夫森

結 (Josephson junction)進行電子相位的調整。約瑟夫森結為兩層超導體線

路中間所參入的弱絕緣層，對於此絕緣層，電子僅能透過量子穿隧效應通

過，並在電路中形成非線性電感 (non-linear inductance)，以改變電流相位 

(也可以改變電荷或通量)。代表公司有 Google 與 IBM。 

(2) 離子阱(Trapped ions): 利用電場或磁場將帶電離子(目前常選用鈣 43)捕獲

並囚禁在一定經過超冷處理的真空範圍內。便能利用電極或電場，將離子

的能階進行量子化處理，接著便能利用能階的轉換作為量子位元。代表公

司有 IonQ 與 Honeywell。 

(3) 矽量子點(Silicon quantum dots)：利用三維的半導體奈米結構以及外加磁

場等外場作用，將電子束縛在結構中，便能以磁場操控其自旋態。此結構

縫隙設計小於一半的電子波長，因此電子無法以穿隧效應(Tunneling effect)

逃脫。早期的量子點結構多使用砷化鎵晶體進行建構，目前以矽為主，並

由於其具備發光穩定的特性，另外發展有量子電視等應用。代表公司有

IBM 與 Intel。 

(4) 拓樸量子位元(Topological qubits)為利用準粒子(quasi-particle)的拓樸保護 

(topological protection) 性質建立的量子電腦，主要應用二維空間的不同準

粒子在三維時空中的運動軌跡(稱為世界線, worldline)，在時空中互相交錯

後產生的辮子(braids)拓樸形式作為邏輯閘。拓樸量子位元的好處為量子
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位元拓撲性質不會因環境擾動而變化，因此能比其他結構更加穩定。但拓

樸量子位元的壞處為難以在現實中實現。代表公司有 Bell Lab 與 Microsoft，

但目前發展仍存在於理論階段。 

(5) 晶體空缺(Diamond vacancies)：氮空缺 (nitrogen-vacancy, NV)為氮取代晶

格中原本的碳原子造成的現象，為鑽石晶格中常見的雜質缺陷。在此晶格

中，由於氮比碳多出一個電子，因此能用於束縛電子，並將其用作量子位

元使用。選用鑽石晶體空缺的原因為氮空缺能容易地使用 EPR (Electron 

Paramagnetic Resonance)進行讀取，為目前唯一能在室溫底下操作的量子

計算技術。代表公司有美國的 QDTI (Quantum Diamond Technologies Inc)。 

 

圖九、現有量子位元技術類型 

(Popkin, 2016) 
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表一、現有量子電腦相關程式語言 

(Ivancova et al., 2020) 

計畫名稱 語言 描述 

Cirq Python 中型嘈雜量子(Noise Intermediate Scale Quantum, NISQ)程式撰寫 

Clioffords.ji Julia Cliofford 量子電路程式碼的 Julia 函式庫 

Dimod Python D-wave 用程式碼 

Dwave-system Python D-wave 介接量子電腦用 API 

Fermilib Python 用以測試費米子量子電腦(Fermionic quantum simulation) 

Forest Python 用以撰寫傳統電腦與量子電腦的混合(Hybird)程式 

OpenFermion Python 用以測試費米子量子電腦(Fermionic quantum simulation) 

ProjectQ Python, C++ 開源量子電路門程式碼 

PyzX Python 量子電路門程式碼的 Python 函式庫 

QGL.ji Julia 量子電路門程式碼的 Julia 函式庫 

Qbsolv C QUBO(Quadratic Unconstrained Binary Optimization)函式庫 

Qiskit Python, C++ Google 量子電腦用程式 

Qiskit.js JavaScript Google 量子電腦的 JavaScript 函式庫 

Qrack C++ 結合 GPU 與量子電腦 

Quantum Fog Python 貝葉斯網路(Bayesian network)問題的 Python 函式庫 

Quantum++ Python, C++ 量子電腦的 C++函式庫 

Qubiter Python, C++ 量子電路程式碼的 Python 函式庫 

Quirk JavaScript 量子電路程式碼的 JavaScript 函式庫 

Reference-qvm Python 虛擬量子電腦的 Python 函式庫 

ScaffCC C++, 

Objective C, 

LLVM 

Cliofford 量子電路程式碼 

Strawberry Fields Python 量子光學電路程式碼 

XACC C++ 混合量子電腦與傳統電腦的計算架構 

XACCVQF C++ 用於變分量子特徵(Variational Quantum Eigensolver)的 CVACC 套件 
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建造量子位元後，便能利用量子力學中量子疊加 (Superposition)、量子糾纏

(Entanglement)與量子干涉(Quantum Interference)等現象進行資料處理。各技術描

述如下(Hidary and Hidary, 2021)： 

(1) 量子：將物體切割至最小不可分割單位後，該單位即稱為量子。目前不可

分割的粒子列如圖十，其中因自旋數區分有夸克、輕子、規範玻色子和希

格斯玻色子等四大類型。 

(2) 量子自旋：與傳統位元相同，量子位元在使用前必須先定義「0」與「1」。

目前使用量子位元的自旋態作為定義，逆時針為 1 而順時針為 0，如圖十

一所示。量子自旋量為粒子本身性質之一，粒子本身並未旋轉。 

(3) 量子疊加：與傳統位元(Classical Bit)相比，傳統位元僅有 0 和 1 兩種狀態，

但量子位元由於狀態可表示為式(3)，能容許多種不同狀態的 0 與 1 同時

存在，表示如圖十二。 

|ψ⟩ = cos 𝜃 |0⟩ + sin 𝜃𝑒𝑖𝜑 |1⟩                                                                               (3) 

其中𝜃與𝜑為與機率相關的複數係數，並以繪於 Bloch sphere 面上的三維向量

a⃑ = (sin𝜃cos𝜑, sin𝜃sin𝜑, 𝑐𝑜𝑠𝜃)表示量子位元狀態，如圖十三所示。 

(4) 量子纏繞：完成一個量子位元後，為了擴大量子電腦的規模，需將兩個量

子位元放一起，並使用雷射使兩者調整到同一自旋態。當兩者同時調到同

樣的自旋態後，兩個量子位元間便有纏繞(兩者共稱為 Coupler 量子對)：

當其中一個位元的狀態改變，另一個也會跟著改變，調整過程繪如圖十二。 

(5) 量子干涉：由於每個量子位元出現特定組合為哈密頓場的機率波問題，如

圖十三。為了使最後跑出的成果能受演算法限制，則需使用相對應的機率

波進行干涉：讓想要的答案因為波型相同而使出現的機率增加，相反地不

想要的答案亦能因波形相反而減少出現機率。使計算結果終於能為人所控

制。 
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圖十、元素標準模型表 

(https://en.wikipedia.org/wiki/Standard_Model) 

 

圖十一、量子自旋示意圖 

(https://www.chemistrylearner.com/) 
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圖十二、量子位元所用到的技術介紹 

(VectorMine/Shutterstock.com) 

 

圖十三、量子位元的機率分布範例  

(Alexiades Armenakas and Baker, 2021) 
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完成上述處理後，量子對的數量與攜帶的資訊量將成指數關係，稱為尺度效

應(Scaling)。1 量子位元代表該位元能儲存 0 與 1 兩種狀態，2 量子位元能儲存[0 

1]、[0 0]、[1 0]與[1 1]四種狀態，n 量子位元則有𝟐𝐧種狀態，其表示如圖十三之各

狀態的機率分布。這種大量並同時儲存資訊的能力，使量子電腦在處理最佳化問

題時，能較傳統電腦節省大量時間 (Russo et al., 2018)。Google 更於 2019 年十月

(Arute et al., 2019)聲稱自家量子電腦計算能力已超越目前最快的超級電腦，並在

2023 年七月(Morvan et al., 2023)統計量子電腦能在一秒內計算傳統超級電腦 47

年的計算量，以宣告量子霸權(Quantum Supremacy)時代的到來。 

  由於在處理最佳化問題上的潛力，量子運算近年來開始被用於參數反推估的研

究上。Souza et al. (2022) 使用D-wave反推估地震波速的垂直分布、Mally (2018) 、

Golden and Mally (2021) 則利用地下水流場反推估含水層參數的分布，並獲得一

定的成果如圖十四。本工作希望能延伸上述研究的成果，將量子運算應用於污染

物溯源追蹤上。並藉此探討量子電腦在水文地質領域的應用與未來發展的可能性。 

 

圖十四、過去研究的 Kx 與 Ky 值之原始值(a 與 b)反推估成果(c 與 d) 

(Mally et al., 2019) 

  

上傳時間：2023年8月31日上午 10:09



 

  23  

三、 研究方法與過程 

 為了達到以上目的，本工作設計流程如圖十五所示。首先本工作會建立理想模

型，並應用MODFLOW與MT3D-MS兩種模擬模式分別進行地下水流場與溶質傳

輸的模擬。模擬後便得到場址內各個觀測點的濃度觀測數據，該數據將分別用於

模擬退火法與量子退火法的反推估運算，並分別計算出汙染源頭特徵。推估後之

汙染源頭特徵與理想模型之差異，以及兩者之推估時間效率將用於量化演算法之

效能。本工作更考慮不同的模擬情境，藉以量化模擬退火法與量子退火法之效能

差異。各工作項目之描述如以下小節： 

 

圖十五、本工作之分析流程 
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3.1. 研究進度及預期完成之工作項目（甘特圖） 

    依照計畫申請之甘梯圖，本工作以於期末完成理想案例與模擬退火演算法之建置，並

完成量子退火演算法之建置與效能評估。除國際期刊文章仍在準備外，其餘工作進度與預

期相符。 

年月 

 

工作項目 

2022 2023 備 

註 9 10 11 12 1 2* 3 4 5 6 7* 8 

地下水流場理想案例

建置 
             

溶質傳輸理想案例建

置 
             

模擬退火法進行污染

溯源 
             

量子退火法進行污染

溯源 
             

污染溯源法校能評估

量化 
             

報告繳交              
工作進度估計百分比 

（ 累 積 數 ） 
10% 20% 30% 40% 50% 55% 60% 70% 80% 90% 95% 

100
% 

 

預定查核點 

期中 
完成地下水流場與傳輸的理想案例建置、模擬退火法與期中成

果報告。 

期末 
完成量子退火法、退火法效能比較、投稿國際期刊與期末成果

報告。 

說明： 

1、 工作項目請視專案性質及需要自行訂定。預定進度以粗線表示其起迄日期。 

2、 「工作進度百分比」欄係為配合管考作業所需，累積百分比請視工作性質就以下因素擇

一估計訂定：(1)工作天數，(2)經費之分配，(3)工作量之比重，(4)擬達成目標之具體數字。 

3、 「預定查核點」，請在條形圖上標明※符號，並在「預定查核點」欄具體註明關鍵性工作

要項。 

4、 以 12 個月作規劃，其中期中報告書提送要件需達計畫執行進度 50%以上，期末報告書需

於計畫結束前 1.5 個月提送。 
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3.2. MODFLOW模式 

   MODFLOW(Modular three-dimensional groundwater flow model)為美國地質調

查所(US Geological Survey, USGS)自1988年起發展的數值模式，為目前應用最廣

泛的地下水模式之一。MODFLOW使用有限差分法(block-centered finite-difference 

approach)求解三維多孔隙介質內的地下水流場，如圖十六。其求解方法採用迭代

運算技巧，有強制隱式法(strongly implicit procedure, SIP)、片式連續鬆弛法(slice-

successive over relaxation, SSOR) 及預置共軛梯度法II(preconditioned conjugate-

gradient 2, PCG2)等多種方法。並能在不考慮水密度變化的情況下，考慮地質異質

性、多種源匯項、暫態變化水頭等條件。 

 

圖十六、MODFLOW 離散含水層系統示意圖 

(McDonald and Harbaugh, 2005) 
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MODFLOW 中每一格網格(cell)之水文地質特性皆能設定為均質、非均質以

及等向性、非等向性任一類型之含水層。並以數個模組(modules)所組合而成之模

組群(packages)，進行各種水文地質條件下水流模式模擬，例如定水頭(CHD)、河

流(RIV)、蒸發(EV1)或是湖泊(LAK)等條件。MODFLOW程式中含水層的型式可

以設定為：  

(1) 受壓含水層(Confined Aquifer); 

(2) 非受壓含水層(Unconfined Aquifer); 

(3) 受壓-非受壓含水層(Confined/Unconfined Aquifer，Constant Transmissivity); 

(4) 受壓-非受壓含水層(Confined/Unconfined Aquifer，Variable Transmissivity);  

(5) 含水層型式(1)+半受壓層(semi-confining layer); 

(6) 含水層型式(2)+半受壓層(semi-confining layer); 

(7) 含水層型式(3)+半受壓層(semi-confining layer)； 

(8) 含水層型式(4)+半受壓層(semi-confining layer)。 

根據達西定律(Darcy‘s Law)，MODFLOW在流體的密度固定下，其三維地下水

流控制方程式如式(4)所示： 

∂

∂x
(Kxx

dh

dx
) +

∂

∂y
(Kyy

dh

dy
) +

∂

∂z
(Kzz

dh

dz
) − W = Ss

∂h

∂t
                                            (4) 

其中𝐾𝑥𝑥、𝐾𝑦𝑦、𝐾𝑧𝑧分別表示各主軸的水力傳導係數[LT-1]； 

h為壓力水頭[L]；W為源(source)匯(sink)項的通量；Ss是地質材料的比儲水率

(specific storage) [L-1]；t 則代表時間[T]。 

3.3. MT3D-MS模式 

MT3D-MS(Modular Transport 3-Dimensional Multi-Species Model)為美國USGS所

開發之模組化三維傳輸模式MT3D之多物種(Multi Species)版本 (Zheng and Wang, 

1999)。MT3D-MS使用移流延散方程式(advection-dispersion equation, ADE)描述溶

質的傳輸行為，其方程式如式(5)所示: 

θ
∂Ck

∂t
+ ρb

∂C̅k

∂t
 

=
∂

∂xi

(θDij

∂Ck

∂xi

) −
∂

∂xi

θviC
k + qsCs

k − qsC
k − λ1θC

k − λ2ρbC̅
k                           (5) 
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其中𝜃為孔隙率[-];𝐶𝑘為物種𝑘的濃度[ML-3];𝜌𝑏為孔隙介質的總體密度[ML-3];𝐶̅𝑘

為物種𝑘的吸附濃度[ML-3];𝐷𝑖𝑗為延散度張量[L2T-1];𝑣𝑖為孔隙內流速;𝑞𝑠為單位體

積內的源匯項流量[T-1];𝐶𝑠
𝑘為源匯項濃度[ML-3];𝑞𝑠為單位體積下的水儲蓄率變化; 

𝜆1與𝜆2為化學反應速度。 

其中延散項Dij可表示如式(6): 

Dxx = αL

vx
2

|v|
+ αT

vx
2

|v|
+ αT

vx
2

|v|
+ 𝐷∗                                                                                 (6a) 

Dyy = αL

v𝑦
2

|v|
+ αT

v𝑦
2

|v|
+ αT

vy
2

|v|
+ 𝐷∗                                                                                 (6b) 

Dzz = αL

v𝑧
2

|v|
+ αT

vz
2

|v|
+ αT

v𝑧
2

|v|
+ 𝐷∗                                                                                  (6c) 

Dxy = Dyx = (αL − αT)
v𝑥𝑣𝑦

|v|
                                                                                             (6d) 

Dxz = Dzx = (αL − αT)
v𝑥𝑣𝑧

|v|
                                                                                              (6e) 

Dyz = Dzy = (αL − αT)
v𝑧𝑣𝑦

|v|
                                                                                               (6f) 

其中 αL 為縱向延散 (longitudinal Dispersivity, L)； αT 為橫向延散 (Transverse 

Dispersivity, L)；vx、vy、vz為不同軸上的速度分量；|v| = √vx + vy + vz為速度值

(LT-1)；D∗為擴散係數(L2T-1)。 

MT3D-MS另外考慮土壤吸附與衰減，其中吸附能以三種模式進行描述，如式(7)： 

線性等溫吸附(linear Sorption): 

C̅ = 𝐾𝑑𝐶                                                                                                                                    (7a) 

Freundlich isotherm: 

C̅ = 𝐾𝑓𝐶
𝑎                                                                                                                                  (7b) 

Freundlich isotherm: 

C̅ =
𝐾𝑙𝑆𝐶

1 + 𝐾𝑙𝐶
                                                                                                                            (7c) 

C̅為吸附後的濃度；Kd為分散係數 [L3M-1];Kf為Freundlich常數 [(L3M-1)a];a為

Freundlich 指數[-]；Kl為Langmuir常數[L3M-1]而S 為場址中的總濃度。 
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3.4. 模擬退火演算法 

本工作應用模擬退火演算法推算污染源特徵之工作流程如圖十七。首先本工

作先設計進行流程試驗用的理想案例，並依此案例設定模擬區域及預分析的參數

與其參數數值範圍(稱為可行解空間feasible solution space)。決定好模擬區域與可

行解空間後，本工作便應用MOFDFLOW與MT3D兩模擬模式，以進行模擬區域內

流場與溶質分布的模擬。模擬成果將與理想案例的觀測資料進行驗證比較，並藉

由相關函數(如RMSE)定義模擬結果與觀測結果間的差異。當模擬與觀測兩結果

間的差異小於可接受值時，便視推估之參數分布與現場狀況相符。本工作所使用

的模擬退火演算法可分為梯度搜尋法(gradient search)、利用波茲曼機率分布函數

(Boltzmann probability distribution)產生的劣解接受機制兩部分，詳述如下列小節。 

 

圖十七、本工作使用模擬退火演算法推測污染源特徵之工作流程 
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3.4.1. 梯度搜尋法 

梯度搜尋法是最陡坡降法(method of steepest decent)與隨機搜尋兩種概念的結

合，其示意如圖十八。最陡坡降法在求解過程會搜尋最大的目標函數梯度方向，

並往其移動以尋求問題的最佳解。隨機搜尋則為在搜尋過程中會隨機決定目標參

數變動量與移動距離大小。梯度搜尋法的效率往往被初始位置所限制，不好的初

始位置使搜尋點落入區域最佳解(local optimal)並無法跳出，造成無法獲得全域最

佳解(global optimal)。 

 

圖十八、梯度搜尋法示意圖 

(O’ Reilly library) 

3.4.2. 波茲曼機率函數 

若搜尋過程中的鄰近解函數值大於當前解之函數值，此鄰近解便被稱為劣解

(inferior solution)；若系統選擇往此劣解移動，則稱為「接受劣解」。本工作利用

波茲曼機率函數(Boltzmann probability function) 協助決定系統是否接受劣解，其

方程式如式 (8) (Arabnia et al., 2020) ： 

P(∆T, T) = exp (
−∆f

T
)                                                                                                           (8) 

其中P(∆T, T)為系統接受的機率，0 ≤ P ≤ 1，Δf為當前解與鄰近解的差值，T為當

下的溫度。波茲曼函數之機率分布與溫度之變化關係如圖十九所示，其中顯示溫

度T的數值大小和接受機率成反比關係。對本工作使用的模擬退火演算法而言，

當鄰近解與當前解間的差異越大時，劣解被接受的機率相對越小，便能藉此降低

系統在反推估過程中的擾動量。 
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圖十九、波茲曼函數之機率分布 

(鍾佳良，2021) 

3.5. 模擬退火演算法流程 

本工作利用模擬退火演算法的流程如圖二十所示。首先本流程將針對問題訂

定目標函數，此目標函數會被視為一個溫度函數T(x)。目標函數制定完成後將制

定退火策略(annealing strategy)中合適的參數，包含初始溫度(𝐓𝐢)、終止溫度(𝐓𝐟)、

馬可夫鏈長度(L)與降溫率𝛼。接著在可行解空間範圍中，隨機或選定初始猜值

(initial configuration)與其對應的目標函數值。決定初始解後，隨機挑選鄰近的解

與其目標函數值。當求到的目標函數值小於等於當前目標函數值，稱此解為優解

並移步。若相反則稱此解為劣解，便進入劣解移步機制。此機制利用亂數產生器

生成一個介於0到1之間的亂數，並利用此亂數與式(3)計算波茲曼函數P，若R ≤P 

時接受劣解，反之則放棄。若搜尋迴圈數達到馬可夫鏈長度，則執行降溫過程

(Cooling Process)直到溫度低於終止溫度。 

3.5.1.目標函數 

本工作目的為最小化推估結果的誤差。為了達到此目的，本工作利用測試案

例中的觀測井濃度Cobs做為真值，並使用均方根誤差( Root Mean Square Error, 

RMSE) 推算其與推估濃度Cest間的誤差大小，如式(9)： 

RMSE = √
∑ (Cest − Cobs)

2N
i=1

N
                                                                                               (9) 
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圖二十、模擬退火演算法流程圖 

3.5.2. 退火演算參數                         

為了與量子演算法進行比較，本研究使用python進行程式碼撰寫，並以CPU為 

i7-12700H (2.3GHz)之個人電腦執行全程退火演算法。執行過程中，演算參數的訂

定將對計算效率有很大影響。好的退火演算滿足兩個條件：初期時接受劣解的機

會夠高，與溫度低時能順利將解集中於最低能量區域。退火演算所需制定的參數

包含初始溫度Ti、馬可夫鏈長度𝐿、降溫率𝛼與停止溫度Tf。這些參數的範圍隨不

同系統而變化，需經測試才能決定其數值。在設定參數時能依照數個準則(Walid 

Ben-Ameur, 2004)： 

1. 初始溫度必須夠高，才能使搜索範圍有效擴大(Walid Ben-Ameur, 2004)。 

2. 依照Kirkpatrick(1983)建議，𝛼值介於0.8至0.9之間較適當，最低不宜低於

0.5，但實際情況仍依測試成果而定。 

3. 馬可夫鏈長度(L)依照Dougherty and Marryott(1991)建議，將其設為決策變

數個數之100倍。 

依照測試結果，本工作使用之退火演算參數列如表一。其中初始溫度設定為13度； 

最終溫度設定為0.003度；降溫率設定為0.775。整個退火過程將執行至當前執行溫

度低於最終溫度時即停止。 
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表二、本工作使用的退火策略參數 

參數 數值 說明 

馬可夫鍊長度(L) 1000 100倍決策變數 

初始溫度(Ti) 13  

最終溫度(Tf) 0.003  

降溫率(𝛼) 0.775  

停止條件 當前溫度低於最終溫度時，退火即停止 

3.6. 推估成果不確定性分析 

為了分析推估成果的不確定性，本工作使用了核密度推估(Kernel Density 

Estimation, KDE)技術，如圖二十一所示。並結合概率密度函數 (Probability 

Distribution Function, PDF)進行空間上的概率密度計算。目前 PDF 多以常態分佈

函數(Normal Distribution Function)表示，其如式(10)所示： 

P(x) =
1

h√2π
e
−d2

2h2                                                                                                                    (10) 

其中 h 為帶寬(Bandwidth)，在本工作中設定與網格解析度相同；d 則為推估污染

源與網格點間的距離。污染源在各迴圈的推估位置將使用此 PDF，若不同的推估

污染源間的距離小於一個網格，則 PDF 將會相加，最終結果將能顯示污染源位置

的不確定性與推估的密集程度。 

 

圖二十一、以 KDE 推算點資料周圍空間概率分布示意圖 

(Wang et al., 2019) 
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3.7. 量子退火演算法 

    如同第二章節所描述，目前量子模型主要可分為以量子電路閘門模型以及絕

熱量子運算模型，所代表的最佳化演算法分別稱量子近似最佳演算法(Quantum 

Approximate Optimization Algorithm, QAOA)，與二次無約束二元最佳化(Quadratic 

Unconstrained Binary Optimization, QUBO)。由於 D-wave 公司所提供的量子退火

器對 QUBO 有較佳支援，因此本工作以此作為運算平台。D-wave 的量子退火演

算法為絕熱量子運算模型，主要目的為找到伊辛模型內最小的哈曼頓量(ground 

state of an Ising model Hamiltonian)，伊辛模型為將實際物理系統離散化成網格的

數學模型，每個網格都處於兩種狀態之一，紀錄為𝜎𝑖 = −1 或是 + 1，也因此伊辛

模型常如圖二十二用於表示磁性或量子自旋態的分布狀況。哈密頓量則為每個網

格所包含的能量大小，其表示為式(11): 

𝐻(σ) = ∑𝜎𝑖𝐽𝑖𝑗𝜎𝑗

𝑖𝑗

+ ∑ℎ𝑖𝜎𝑖

𝑖

                                                                                           (11) 

式中可知哈密頓量由兩種類型的作用互相疊加而成。以量子電腦而言，兩作用分

別代表相鄰量子位元自旋態的相互作用，以及外部的場(External Field)作用。伊辛

模型假設相互作用來源為自旋態差異導致的磁場影響，且此作用僅存在於相鄰量

子σi與σj之間。J 的大小表示為該場的影響強度，而正負號則代表兩位元間的自旋

方向(或是磁性)是否相同。由於此作用發生於兩個量子位元間，因此必須以對

(pairs)的方式計算才能找到總能量。外部場同樣可以區分因自旋方向造成的能量

差異，其中 h 的大小代表場的強度，正負號亦表示為自旋方向是否相同。由於每

個量子位元都受到外部場的影響，必須加總所有位元以找到外部場的總貢獻。 

    若要應用量子電腦解決問題，需要執行的步驟如圖二十三所示。首先要將問

題簡化為二元問題(Binary Problem)，接著將此二元問題轉化(Formulate)為伊辛模

型或是 QUBO 模型。轉化後之模型便能以網格形式表現其哈密頓量間之連結關

係，如圖二十四即為 QUBO 模型H(x, y) = 0.5X0 + X1 − 3X2 + 5X3 − X0X1 +

X0X2 − 7X2X3 + 2X0X3之網格形式  (Network Graph)，或稱奇美拉圖 (Chimera 

Graph)。得到網格形式後，便能將此網格應對(Embeding)至量子退火器上的量子

位元。接著輸入表二的退火參數與初始(t=0)能量狀態(Energy Configuration)，便能

開始進行機率運算(0<t<T)。接著對計算結果不斷進行取樣(Sampling)，直至取樣

結果發現全局最低哈密頓量值，也就是機率最高的地方，方能結束運算(t=T)。 
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圖二十二、使用伊辛模型描述量子場自旋狀態隨著磁場的變化。 

圖中包含底部的初始自旋狀態(包含向上的藍色錐體與向下的紅色錐體兩種自旋)，

以及磁場隨著時間增加後，自旋與磁場方向對齊的狀態。(Schmitt et al., 2022) 

 

圖二十三、使用量子退火演算法的步驟 

(Au-Yeung et al., 2023) 
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圖二十四、QUBO 中變數間之網路關係表示法 

3.8. QUBO 問題轉換 

  如 3.6 小節所述，若要應用量子電腦解決傳統最佳化問題，則須將問題轉化為

QUBO 問題形式，其定義如式(11)： 

H = argmin
x

(xTQx) = argmin(∑Qijxixj

ij

)                                                                (11) 

其中 T 為預測值；x 為進行最佳化的參數；Q 為由過去資料所推算的常數矩陣。 

帶入xi =
(1+σi)

2
，式(9)便能轉變為伊辛模式的形式如式(12)： 

H =
1

4
∑ Qijσiσj

ij(i≠j)

+
1

2
(∑Qijσi

i

) +
1

2
(∑Qijσj

j

) + const                                  (12) 

     本工作設計兩種量子電腦執行反推估的流程如圖二十五，兩者差異在於利

用傳統電腦或是量子電腦執行 MODFLOW 與 MT3D。若使用第一個流程執行反

推估，則每次退火降溫過程中需更換參數並計算 RMSE 時，便需要跳出量子電腦

執行一次數值模型，並等待模型執行完成並計算完 RMSE 後，再次連入量子電腦

選取下次使用的參數。由於本工作使用量子電腦為全球共享，此流程的執行時間

除了花費在執行模式外，每次連入量子電腦的等待(Pending)時間都需加入計算。

雖然量子電腦每次進行運算花費時間少於 5 毫秒，但其他等待時間造成整個退火

過程花費超過一個月，本工作於計畫執行期間僅執行一次。 
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圖二十五、本工作為了執行量子退火疊代所設計的兩種流程 

    為了避免以上問題，本工作設計第二套流程如圖二十五(2)。此流程避免了疊

代過程中排程量子電腦造成的時間浪費，但缺點是為了利用量子電腦執行

MODFLOW 與 MT3D，需要將兩模型的差分(Finite Difference Method, FDM)網格

轉換成伊辛或 QUBO 模型，目前主要有偏微分方程約束組合最佳化( Practical 

Differential Equation Constrained Combinatorial Optimization, PDECCO)(Chandra, 

2013)、量子線性演算法(Quantum Linear Systems Algorithms, QLSA)(Bharadwaj and 

Sreenivasan, 2023)或超參數(hyperparameters)( Criado and Spannowsky, 2022)等方法。

這些方法都有發展相對應的 python 套件，但測試結果顯示，QLSA 與超參數僅能

處理較簡單的 PDE。由於本工作利用的 MODFLOW 與 MT3D 包含較多參數，最

後選擇以 PDECCO 進行轉換。 

PDECCO 的 QUBO 形式如式(13)： 

ζ = 𝑐𝑇𝑊𝑐 + 𝑤𝑇𝑐 + 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡                                                                                           (13) 

其中 

W = (EB−1A − D)𝑇(F − EB−1C)−𝑇(F − EB−1C)−1(EB−1A − D)                             (14) 

𝑤𝑇 = 2(N𝑇 − ℎ𝑑
𝑇)(F − EB−1C)−1(EB−1A − D)                                                             (15) 

𝑁 = (F − EB−1C)−1(𝑏2 − EB−1𝑏1)                                                                                    (16) 

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 = N𝑇N − 2N𝑇h𝑑 + ℎ𝑑
𝑇𝑢𝑑)                                                                                 (17) 

其中 A 為𝑁𝑖𝑛 × 𝑁𝑐；B 為𝑁𝑖𝑛 × 𝑁𝑖𝑛；C 為𝑁𝑖𝑛 × 𝑁𝑒𝑥；D 為𝑁𝑒𝑥 × 𝑁𝑐；E 為𝑁𝑒𝑥 × 𝑁𝑖𝑛；

F 為𝑁𝑒𝑥 × 𝑁𝑒𝑥；F − EB−1C為𝑁𝑒𝑥 × 𝑁𝑒𝑥。 
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以式(18)之偏微分方程為例，首先應用 FDM 離散為差分形式如式(19)。 

T(
d2h

dx2
+

d2h

dy2
) = 0                                                                                                                   (18) 

𝑇𝑖,𝑗 [(
h𝑖+1,𝑗 − 2h𝑖,𝑗 + h𝑖−1,𝑗

∆𝑥2
) + (

h𝑖,𝑗+1 − 2h𝑖,𝑗 + h𝑖,𝑗−1

∆𝑦2
)] = 0                                   (19) 

假設 X 軸與 Y 軸皆為 4 個網格，且左側邊界(節點 1,2,3,4,5)條件為 h=10，右側

(節點21,22,23,24,25)、上側(節點10,15,20)與下側(節點6,11,16)邊界條件皆為 h=0，

節點 7,8,9,12,13,14,17,18 與 19 之水位未知，則式(19)便能轉為矩陣形式如式(20)。 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 −4 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 1 −4 1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 −4 0 0 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 1 −4 0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 −4 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 1 −4 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0 0 −4 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 1 −4 1 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 1 −4 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ℎ𝑖

ℎ7

ℎ8

ℎ9

ℎ12

ℎ13

ℎ14

ℎ17

ℎ18

ℎ19

ℎ𝑙𝑒𝑓𝑡

ℎ𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡]
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0
0
0
0
0
0
0

−10
−10
−10
0
10 ]

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

      (20) 

依照前述定義，A=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0]
 
 
 
 
 
 
 
 
 

，C=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0
0 0]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

B=

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
0 0 0 0 0 0 0 0 0

−4 1 0 1 0 0 0 0 0
1 −4 1 0 1 0 0 0 0
0 1 −4 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 −4 0 1 0 0
0 1 0 1 −4 1 0 1 0
0 0 1 0 1 −4 0 0 1
0 0 0 1 0 0 −4 1 0
0 0 0 0 1 0 1 −4 1
0 0 0 0 0 1 0 1 −4]

 
 
 
 
 
 
 
 
 

，D=[
0 0
0 0

]，F=[
−4 1
1 −4

]， 
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E=[
0 0 1 0 1
0 0 0 1 0

]，c=ℎ𝑖
𝑇，𝑢𝑖𝑛=[ℎ7, ℎ8, ℎ9, ℎ12, ℎ13, ℎ14, ℎ17, ℎ18, ℎ19]

𝑇 

，d = [ℎ𝑙𝑒𝑓𝑡 , ℎ𝑟𝑖𝑔ℎ𝑡]
𝑇 

將其代回式(13)便能獲得 QUBO 模型。 

3.9. 量子運算平台 

自從 IBM 於 2020 年六月發表第一台商用量子電腦 IBM Q 如圖二十六以來，

目前世界上的商用量子電腦共可分為三種類型，依建造難度依序為量子退火器

(Quantum Annealer)、類比量子(Analog Quantum)與全量子系統(Universal Quantum)。

由於量子退火器僅能用於最佳化運算，大多數公司多選擇將資源投入用以發展功

能較多的全量子系統。市面上提供商業量子退火演算法之廠商共有三家，分別為

加拿大公司 D-Wave、西班牙公司 Qilimanjaro 以及日本公司 NEC。 

其中 D-Wave 為全球第一家將退火量子電腦應用至商業領域的廠商，也是目

前量子退火電腦的領導者，目前擁有最高計算能力之量子電腦為 Advantage™ ，

其由超過 5,000 個量子位元所組成。西班牙 Qilimanjaro 量子科技則是由巴塞隆

納超級計算機中心 (Barcelona Supercomputer Center)、巴塞隆那大學 (University 

of Barcelona) 和中國高能物理研究所 (Institute of High-Energy Physics) 的衍生公

司。該公司致力於發展基於超導量子位元的量子電腦，並架構雲端平台為企業服

務。目前為歐盟委員會 AVaQus H2020 干涉量子退火計畫的主要參與者。日本電

氣公司 NEC (Nippon Electric Company Limited)為日本跨國資訊技術和電子公司，

其目的在於建立量子退火器的實際應用，並在 2021 年 12 月 7 日與 D-wave 合作，

並於 2022 年 9 月 8 日推出 30,000 量子位元的量子退火器，為目前市面上能應用

最多量子位元之量子電腦。 

由於租用 D-wave 的存取權限的價格為每年 7,000 美金。因此本工作選擇使

用 AWS (Amazon Web Server)雲端中的 Braket 服務以介接 D-wave，其介面如圖二

十七所示，以能在最小的花費下，測試並撰寫與執行量子電腦演算法相關程式。

本工作所介接之量子電腦為 D-Wave 2000Q，為一具備相當 1,000 量子位元能力之

量子退火器。Braket 為一項完全託管的 AWS 服務，其中提供了各種量子計算技

術的單點接入，讓操作人員能以較低的預算測試和設計量子演算法。Braket 的使

用分為構建、測試和執行三個階段。在建構階段，Braket 提供 pytohn 常用的 

Jupyter Notebook 環境讓使用者能以較低門檻進入量子計算的領域。 Jupyter 

Notebook 內除了相對應開發者工具外，另外還有 Amazon Braket SDK 協助使用者

以簡易的程式碼構建量子演算法。並且能以如同撰寫傳統程式碼一般，對程式碼

進行修改並能馬上進行測試或執行。  
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圖二十六、IBM 於2020年6月發布第一台商用量子電腦 IBM Q 

(IBM Research) 

 

圖二十七、使用 AWS 內建 Jupyter 進行量子程式碼撰寫 
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四、 結果與討論 

4.1. 測試案例 

本工作所使用之理想案例基於以下假設：地質材料為均質、污染物為保守性

物質且密度與水相同。理想案例的配置如圖二十八所示，為長寬皆20公尺，厚度

1公尺之三維含水層。 

本工作設定案例中有16口位置平均隨機分布的觀測井，其觀測到的濃度隨時

間變化情形，將用於後續的汙染源頭反推估。本工作所使用模擬參數列如表二，

其中場址的水平網格解析度為0.4公尺，垂直向則設定為0.5公尺，總共由5,000個

網格與7,803個節點組成。含水層之地質材料設定為砂質，水力傳導係數為12m/d，

與Freeze and Cherry (1979)之約介於100~103(𝑚/𝑑ay)間的成果相符。 

本案例所假設的污染源位於含水層表層，座標則為(2.8,10.0)，為持續性釋出

60kg/d之定濃度污染。含水層在初始時無污染濃度且模擬邊界為不透水邊界。 

為了進行汙染源頭的反推估，本工作設定污染源座標X、Y、污染源濃度C與

污染源流量Q作為反推估參數，範圍列如表四。並如3.4.1.小節描述，以模擬值與

觀測值間的RMSE做為目標函數。 

表三、 測試案例之模擬參數 

參數名稱 數值 

網格解析度[m] 0.4 

水力傳導係數[m/d] 12 

污染源座標 (2.8,10.0) 

溶質注入濃度[mg/L] 60 

注入體積[m3] 2.5 

縱向延散度[m] 1 

縱向延散度比 0.4 

模擬時間[Day] 100 
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圖二十八、測試案例之溶質濃度分布與監測井位置與濃度(單位：kg/m3) 

表四、 本工作設定之決策參數數值 

參數 數值下界 數值上界 間距 

座標X 0 20 0.4 

座標Y 0 20 0.4 

溶質注入量(kg/d) 60 300 5 

注入體積(m3) 0.05 2.5 0.05 
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4.2. 推估成果 

4.2.1. 模擬退火降溫 

本工作首先於隨機位置設立共16處監測井，並得到濃度數值，其點位分布如

圖二十八所示。接著利用RMSE當作目標函數，其收斂性由波茲曼機率中的溫度

差值(Δf)與當前溫度(T)所控制，圖二十九為單次的降溫過程，圖中顯示此退火過

程總共執行3201次疊代，退火過程中RMSE高起的現象表示整個退火過程轉換至

下一個退火溫度。轉換後之RMSE的變化亦顯示轉換退火溫度後，退火過程所設

置的波茲曼機率函數能有效地迅速降低RMSE，並在震盪時跳離區域最佳解。此

圖顯示本工作所訂定的退火策略良好，並能求到品質較佳的解。 

 

圖二十九、單次退火降溫過程 
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4.2.2. 模擬退火法反推估結果 

   根據上一小節成果與 3.4 的演算法流程，每次模擬退火降溫過程約會執行

3000 次疊代，實際數字依疊代狀況變化。每個疊代皆要執行一次 MODFLOW

與 MT3D 進行模擬，因此整個降溫流程平均耗時約 12 至 14 天，計畫執行期程

內共執行 12 次降溫過程。圖三十便分別為 12 次反推估之污染源座標，考慮降

溫過程涉及隨機性與不確定性，本工作以一個網格解析度 0.4 公尺做為 KDE 的

不確定範圍距離並依此繪圖。 

 

 

圖三十、以傳統退火演算法推估之污染源座標位置。其中黃色點為觀測點，+字

號為推估位置而紅色星星為實際污染源位置。 
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4.2.3. 量子退火法反推估結果-流程一 

    如同 3.7 小節描述，由於流程設計造成單次降溫過程花費超過一個月時間，

本工作僅執行一次降溫流程，反推估之污染源座標如 

 

圖三十一、以量子退火演算法推估之污染源座標位置。其中黃色點為觀測點，+

字號為推估位置而紅色星星為實際污染源位置。 
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4.2.4. 量子退火法反推估結果-流程二 

 

 

圖三十二、以量子退火演算法推估之污染源座標位置。其中黃色點為觀測點，+

字號為推估位置而紅色星星為實際污染源位置。 
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4.2.5. 綜合比較 

   如同 4.1 所述，除了污染源座標外，本工作另外執行溶質重量與注入量之反推

估。表五便為 12 次傳統退火法、1 次量子退火法流程一與 12 次量子退火法流程

二之反推估成果比較。結果顯示流程一的量子演算法與傳統退火演算法算出的結

果接近，流程二的量子演算法反推估成果差異較大，推測可能為將數值模式轉換

至 QUBO 模型時，轉換過程造成的差異。 

表五、本工作進行所有反推估測試之成果比較 

 理想案例 傳統退火 量子退火 1 量子退火 2 

污染源座標 (3.0,10.2) 

(1.0,9.6) 

(2.8,8.4) 

(5.6, 7.2) 

(2.8,9.6) (5.2, 7.2) 

(1.6,10.4) (4.8,7.2) 

(2.0,10.4) (4.8,6.8) 

(2.0,10.0) (4.4,6.8) 

(2.0,9.6) (4.0,5.2) 

(2.0,9.2) (4.0, 6.8) 

(2.4,10.4) (4.0, 6.0) 

(3.2,9.2) (3.6, 6.0) 

(2.8,10.4) (3.6, 5.6) 

(3.6,10.0) (4.0, 6.4) 

(4.0,10.8) (3.6, 5.2) 

溶質重量[kg/d] 60 

28 

26 

21 

29 23 

28 22 

28 25 

28 41 

27 36 

29 26 
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28 25 

26 27 

27 32 

29 30 

26 29 

注入量[m3] 2.5 

0 

0 

1 

0 0 

0 1 

0 0 

1 0 

0 0 

2 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

0 0 

平均 RMSE[mg/L] - 5.56 6.32 8.18  
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五、 結論與建議 

    本工作藉由建立地下水流與污染傳輸理想案例之觀測值，應用傳統退火與量

子退火兩種演算法進行污染溯源，並藉此評估兩種技術的效能差異。為了達成此

目標，本計畫使用傳統電腦 CPU i7-12700H 與量子電腦 D-wave 2000Q，並將所有

反推估結果進行量化與比較。執行時間方面，由於退火過程需執行 MODFLOW 與

MT3D 運算，需耗時約兩個禮拜方能完成一次傳統退火流程。而量子電腦則分成

兩種執行流程，第一種流程反推估成果與傳統電腦接近，但由於使用傳統電腦執

行模式，導致須花費大部分時間在執行模式與排隊登入量子電腦上，完成一次退

火流程需花費約一個月。第二種流程則是將模擬模式轉換為 QUBO 形式，但由於

轉換方法仍處於發展階段，大部分轉換方法均無法適用於複雜問題。而本研究選

用的 PDECCO 轉換方法雖然能成功執行整個轉換流程，並於量子電腦內花費 0.9

秒完成退火流程，但可能受轉換影響，反推估成果較第一種流程差，且需花費許

多時間進行轉換的前置作業。 

    由於本計畫目的僅為將量子運算技術引入至土壤地下水領域的嘗試。未來除

了希望能將此技術應用於現場並進行效能測試外，並將依照現場狀況測試更多參

數(如含水層異質性或接近真實狀況的含水層)在反推估上的效率。除此之外本工

作在推估過程中所遭遇的問題，將應用相關品質管理流程如 PDCA(Plan-Do-

Check-Act)找出問題根源，以解決本工作所遭遇之效率問題，並增進將量子計算

技術應用至現場之可能性。本工作之成果希望能推進量子運算於土水領域的嶄新

應用(如高異質性含水層模擬、高效整治藥劑開發、整治決策最佳化或由觀測濃度

值進行污染預測等)，並使土水領域的技術能有更多進展。 
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